o)
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMAT YCZNEGO fwmpm
Seria II: WIADOMOSCI MATEMAT YCZNE III (1959) 1597

J. LERAY (Paryz)

O twoérczosei Juliusza Pawla Schaudera

Tworezogé Juliusza Pawla Schaudera jest pozornie réznorodna.
Prowadzil on badania, uzyskujac niejednokrotnie wyniki wielkiej wagi,
w czterech dziedzinach matematyki studiowanych zazwyezaj nieza-
leznie. W istocie twoéreczosé ta wykazuje wielka cigglogé: Schauder nie
ograniczal si¢ do jednej dziedziny, staral sie zawsze dotrzeé do zZrédia
probleméw, orientowat sie, ze wymagaja one niejednokrotnie stosowa-
nia metod réznych od powszechnie przyjetych. My§l jego rozwijata sie
nie zwazajac na klasyfikujace wiedze przegrody, ktére umysty naprawde
oryginalne zawsze obalaja.

Jego niezwykle zdolnoSei szty w parze z pieknymi cechami charak-
teru: byl bardzo pracowity i dokladny. Nie narzucat sobie zagadnien —
badat te, ktére narzucaja sie same. Tworezosé jego nie byla olsniewajaca
gra, ale ciezka pracg uwiericzong stworzeniem metody, ktérej doskona-
to§é wskazuje drogi dalszemu rozwojowi nauki.

Teoria calki byla przedmiotem jego pierwszych prac. W tezie
swej [1] zajmuje si¢ miarami powierzchniowymi w przestrzeni eukli-
desowej, zdefiniowanymi przez Jansena i Grossa; w szezegélnosci roz-
szerza zakres stosowalnodci wzoru Stokesa wyrazajgcego calke powierzch-
niowa przez objetosSciowa. W [8] dowodzi poéleiggloci obu tych miar
powierzehniowyeh. W [7] rozwaza inny wzor Stokesa — wyrazajacy na
plaszezyznie catke pojedynczy przez podwéjng. Daje temu wzorowi
ogblnosé, ktorej mozna by oczekiwaé¢ dopiero od znacznie pézniejszych
teorii — funkeji uogdlnionych Sobolewa, dystrybueji Schwartza lub poto-
kéw de Rahmaj; stosuje go do rachunku wariacyjnego. W [6] przeprowa-
dza wnikliwg analize przeksztatcen plaszezyzny w siebie, wyznacznikow
funkeyjnyeh tych przeksztaleen, przeksztalcen odwrotnych, zamiany
zmiennyeh w catkach podwdéjnych — korzysta tu z pojecia indeksu
topologicznego. W tym czasie jego pierwsze prace z topologii algebra-
icznej sg juz oddane do druku.

Topologia algebraiczna przestrzeni Banacha powinna dawad
w szezegélnym przypadku klasyczne wlasnosei przestrzeni euklidesowych
odkryte przez IL. E. J. Brouwera i J. W. Alexandera. Nie wierzono
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wowezas w mozliwosé takiego nogoélnienia, jednak Schaunderowi udato
sie je osiagnad.

Niech X bedzie przestrzenia Banacha, z punktem przestrzeni X;
przeksztatcenie ciggle przestrzeni X w siebie nazywa sie pelnociagle,
jefli przeprowadza podzbiory ograniczone X w podzbiory zwarte; dalej
F(z) oznaczaé¢ bedzie przeksztalcenie pelociggle.

Schauder dowodzi twierdzenia o punkcie statym: jesli F(x) prze-
ksztalea w siebie podzbiér ograniczony i wypukly X, wéwezas zawiera
on punkt staly, tj. taki, ze F(x) = a.

Dowodzi twierdzenia o niezmienniczo$eci obszaru: kazde przeksztal-
cenie wzajemnie jednoznaczne postaci x—F(x) jest homeomorfizmem
i przeksztalca obszar na obszar.

Definiuje rzad topologiczny w punkcie y przeksztalcenia @(z) =
= x— F(z), okre§lonego na obszarze 1) i jego ograniczeniu D’: rzad jest
funkcjg calkowitoliczbowa, addytywna wzgledem D; okre§lony jest,
gdy ye®@(D') — jesli ten warunek pozostaje spelniony, rzgd nie ulega
zmianie przy ciaglej zmianie danych. Jest réwny 0, gdy y¢®(D), i +1,
gdy @ jest wzajemnie jednoznaczne i ye®(D). Rzad przeksztalcenia
x— F(x), okre§lonego na D w punkcie y = 0, nazywa sie indeksem zupel-
nym punktow statych przeksztalecenia F zawartych w D. W ten sposdb
okredlony jest indeks dla dowolnego ograniczonego, izolowanego zbioru
punktéow statych F. Jest to funkeja addytywna zbioru o wartosciach
catkowitoliczbowych. Ciggla zmiana danych nie zmienia jej wartogei,
jesli tylko pozostaje okreé¢lona. Np. indeks punktu zerowego funkeji
analityezne] @(z) zmiennej zespolonej x jest krotno$eia zera w tym
punkcie — jest to liczba dodatnia. Te wlasnosci indeksu punktow statych
pozwolily ustalié¢ istnienie rozwigzania, a niejednokrotnie i jednoznacz-
nosci dla wielu waznych probleméw analizy.

Wiadomo na jakiej drodze F. Riesz osiggnat dowod alternatywy
Fredholma dla réwnodei liniowych postaci

r—F(z) =y (y dane).

Uogdlnienie to jest bezposrednia konsekwencjg twierdzenia o niezmien-
niczodei obszaru. Zanotujmy jeszeze, ze uogdlnienia innych twierdzen
I. Fredholma otrzymat Schauder w [12]: bada tam w przestrzeni dual-
nej przeksztalcenia sprzezone. Schander dowodzi swego twierdzenia
o punkcie statym w [10]. W [3], [4] i [10] podaje jego warianty stoso-
walne tylko do pewnych przestrzeni Banacha. Przypomnijmy, ze G. D.
Birkhoff i O. D. Kellog dowiedli tego twierdzenia dla pewnych prze-
strzeni funkeyjnych. Twicrdzenia o niezmienniczodei obszaru dowodzi
w [9] 1 [17]; ogranicza si¢ do pewnych przestrzeni Banacha, ale badanie
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rzg¢du topologicznego przeksztalcenia superponowanego da ogélny i prosty
dow6d tego twierdzenia. Rzad topologiczny przeksztatcenia i indeks
punktéow stalych Schauder okresla i bada w [19], [18] stanowi stresz-
czenie wynikéw; w [33] podana jest dyskusja tych zagadnien. Twierdze-
nie o punkeie stalym bylo nastepnie udowodnione przez A. Tichonowa
dla przestrzeni lokalnie wypuklych. Schauder przewidziat mozliwosé,
zrealizowana obecnie, udowodnienia dla tych przestrzeni wszystkich
twierdzen poprzednich, twierdzen J. W. Alexandera o izomorfizmie grup
Bettiego uzupelieni zbioréw domknigtych homeomorficznych i wzoru
Lefschetza dla punktow statych. Ale juz inne zagadnienia przykuly jego
uwage: teoria réwnan rézniczkowych czgstkowyeh.

Do odkryé, ktore omowiliSmy, nie doprowadzily Schaudera rozwa-
zania abstrakeyjne. Na temat wyjasniony przez jego odkrycia teore-
tycy przestrzeni abstrakeyjnej nie umieli powiedzieé¢ nic ponad to, ze
fakt, iz przestrzen Hilberta jest homeomorficzna ze swymi podrozmaito-
dciami liniowymi wymiaru nieskonczonego, dowodzi niestosowalnosei
twierdzenia o niezmienniczosci obszaru i topologii algebraicznej w prze-
strzeniach nieskonczenie wymiarowyech. Szukajac teorii réwnan nieli-
niowych, stosowalnej do problemu nieliniowego Dirichleta, Schauder
odkryt jednak mozliwo§é takiego zastosowania. Podobnie 1. Fredholm
stworzyl teorie réwnan funkeyjnych liniowyeh, szukajgce funkceji harmo-
nicznych speliajaeych warunki brzegowe.

Réwnania rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu typu
eliptycznego byly niejednokrotnie przedmiotem badaii Schaudera.
Jego prace zawierajgce cytowane przed chwilg twierdzenia topologiczne
zawierajg rowniez zastosowania tych twierdzen do réwnan catkowych,
zagadnienia Cauchy’ego, najczesciej do nieliniowego zagadnienia Dirich-
leta. Oswobadza tam twierdzenia egzystencjalne od zalozenl gwarantuja-
cych jednoznaczno$é. Jednym z najbardziej godnych uwagi jest wynik
zawarty w [19], otrzymany za pomocg metod sygnalizowanych w [15]
i rozwinigtych w [21]. Zagadnienie Dirichleta jest, jak wiadomo, roz-
Wi@z&]lie w obszarze wypuklym dla réwnania quasiliniowego typu elip-
tycznego postaci
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Twierdzenie to bylo udowodnione przez S. Bernsteina przy zalozeniu,
7e a, b i ¢ nie zalezg od z. Rozwigzanie jest wowezas jednoznaczne. Metoda
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podana przez Schaudera unika uzycia ciezkiego aparatu szeregéw nor-
malnych Bernsteina, wymagajacego zreszta analitycznodei zadanych
funkeji. Stosuje on natomiast najbardziej preecyzyjne twierdzenia z teorii
liniowego zagadnienia Dirichleta. Nota [24] zawiera interesujace zasto-
sowanie tej metody, pozwalajace zrewidowaé oraz uzupemlié piekne bada-
nia nieliniowego zagadnienia Dirichleta drugiego rzedu dla dwu zmien-
nych niezaleznych przeprowadzone przez Bernsteina. Schauder zadowo-
lil sie tylko zapoczatkowaniem takiej rewizji.

Uwaga jego skupila sig na liniowym zagadnieniu Dirichleta. Dla
konstrukeji regularnych rozwigzan tego problemu konstruowano pod-
stawowe rozwigzanie osobliwe, a za jego pomocg potencjaly, ktérych
gestofei wyznaczalo pewne réwnanie Fredholma. Postepowanie to sto-
sowane do réwnania Laplace’a jest proste, daje explicite rozwiazanie
i pozwala wygodnie badaé jego wlasnofei. Sytuacja jest jednak zupelnie
inna, gdy stosuje sie je do réwnania liniowego o zmiennych wspélezyn-
nikach. Nie daje ono wtedy rozwiazania, staje sie¢ natomiast zmudnym
dowodem twierdzenia o istnieniu. Schauder podaje bezposredni dowoéd
tego twierdzenia. Wykazuje on, ze zagadnienie Dirichleta jest rozwig-
zalne, gdy norma tego rozwigzania, zalozywszy jego istnienie, moze by¢é
zmajoryzowana przez pewne funkeje danych; wykonuje explicite te
m,majoryzacje a priori‘ wykorzystujac w zreczny sposéb wiasnosei row-
nania Laplace’a.

Postepowanie to naszkicowane jest w [16] i rozwiniete w [20].
Rozwigzanie jego rozpoczyna Schauder od sprecyzowania wladciwosel
potencjatéw newtonowskich warstwy pojedynczej i podwojnej. Ponie-
waz jednak O. D. Kellog wyprzedzil go w tych badaniach ukazala sie
tylko pierwsza cze$é pracy: [13] i [14]. Wtedy Schauder publikuje
w [22] pierwsza wersje swej metody, po roku daje w [26] drugg — nie-
zwykle elegancka i kriotka. Dziewieé stronic [26] i sze§é stanowigcych
IV rozdzial [22] stanowig pelng teori¢ liniowego zagadnienia Dirichleta.
Nota [23] podaje jej wazny wariant. Teoria ta odznacza si¢ godng po-
dziwu prostotg i wnikliwoécia.

W wykladzie [32] przedstawia Schauder z wielkg jasnoScig istote
tej metody i proponuje stosowanie jej do réwnan eliptyeznych dowol-
nego rzedu. Rzeczywiscie, pietnascie lat pdézniej zagadnienie Dirichleta
zostato zrecznie rozwigzane za pomoca szacowania a priori normy jego
rozwigzania, przez M. 1. Wiszika (1951), L. Gaérdinga (1951) i F. E.
Browdera (1952 -1956).

Réwnania roézniczkowe czgstkowe drugiego rzedu typu
hiperbolieznego byty dopiero co przedmiotem stynnej rozprawy Hada-
marda ,Zagadnienie Cauchy’ego i rOwnania rézniczkowe czgstkowe liniowe
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typu hiperbolicznego” (1932). Hadamardowi udato si¢ rozwiazaé to
zagadnienie dla dowolnej liczby zmiennych. Rozwiazanie jego bylo ana-
logiczne do klasyeznego rozwigzania zagadnienia Dirichleta: konstrukeja
rozwigzania podstawowego i za jego pofrednictwem potencjalow, lecz
definicja tych ostatnich byla bardzo subtelna — trzeba bylo braé czesei
skoniczone calek. Postepowanie to bylo wzglednie proste w przypadku
réwnan liniowych ze statymi wspoélezynnikami, komplikowalo si¢ jednak
w przypadku zmiennych wspélezynnikéw. Dawalo wprawdzie pewne
wyrazenie rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego, ale nie dawalo mozli-
wosei badania wlasnodei tego rozwigzania, rozwigzania nieliniowego
zagadnienia Cauchy’ego ani zagadnienia typu Cauchy-Dirichleta (zaga-
dnienia mieszanego).

Schauder uzywa dla zagadnienia Cauchy’ego i zagadnienia miesza-
nego (liniowego lub nie) innej metody, analogicznej do unzytej dla pro-
blemu Dirichleta: opiera si¢ na majoryzacji a priori rozwigzania i na
mozliwoseci rozwigzania zagadnienia w przypadku szezegélnym. Za pomocay
nieréwnosci Sobolewa otrzymuje on majoryzacje a priori z prawa zacho-
wania energii, scislej z nogélnienia tego prawa uzytego przez K. Friedrichsa
i H. Lewy’ego, przy rozwigzaniu zagadnienia Cauchy’ego za pomocg
réwnan réznicowych. Rozpatrywanym przypadkiem szezegélnym nie
jest juz, jak przy zagadnieniu Dirichleta, réwnanie o wspélezynnikach
statych, lecz zagadnienie z danymi analitycznymi. Schauder korzysta
tu z twierdzenia Cauchy-Kowalewskiej. Moéwiace $ciélej, uzupelia to
twierdzenie jak nastepuje: zagadnienie liniowe ma rozwigzanie holo-
morficzne w obszarze zalezgeym tylko od obszaru holomorficznosei
zadanych funkeji i wspdlezynnik6w rownania. To uzupehienie pozwoli
pézniej na badanie osobliwosei rozwigzan rownan réznieczkowych czgstko-
wyeh liniowych analityeznych.

Ta metoda rozwigzuje Schauder zagadnienie Cauchy’ego w [25]
i [28], pbzniej, wspélnie z M. Krzyzanskim, zagadnienie mieszane w [27]
i [28]. W [33] podaje jej pigkny wariant, wymagajacy minimalnych
zalozen, stosujacy sie do réwnania rzedu pierwszego i do ukladu réw-
nan rzedu pierwszego dwu zmiennych niezaleznych. Idzie ciggle o réw-
nania hiperboliczne liniowe lub nieliniowe. W [29] streszcza wyniki
tych czterech prac.

1. Pietrowski jest woOwezas w trakeie uogdlniania jego metody na
réwnania dowolnego rzedu (Mat. Sbornik 1937). Schauder czyni dal-
sze odkrycia; byé moze te, ktére anonsuje [31] i ostatnie wiersze [28].

Wojna przynosi §émieré jemu i jego Zonie.

#* *
*
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Zapoczagtkowadé topologie algebraiczng przestrzeni Banacha, spro-
wadzié klasyczne zagadnienia teorii réwnan rézniczkowych do dowodu
skonezonogcei normy pewnych przeksztalcen liniowych przestrzeni funkeyij-
nych, to znaczy byé uczniem Stefana Banacha i jednoczeénie wielkim
prekursorem.

Schauder byt réwniez wspolpracownikiem Banacha; dowiédl w [11]
twierdzenia, w ktérego prawdziwo§é Banach wierzyl, udowodniwszy jego
najwazniejszy wniosek. Twierdzenie to jest dzi§ znane pod nazwg twier-
dzenia Banacha. Nazwa ta spotkalaby sie na pewno z aprobatg Schaudera,
bo wielka byla jego wdziecznosé i podziw dla Banacha.

Schauder pozostawal réwniez pod innymi wplywami. Wiaénie dla-
tego, ze badania Bernsteina i Hadamarda pasjonowaly go, stworzyl
metody lepsze od uzywanych przez nich. Trzeba zacytowaé tu jeszcze
nazwiska L. E.J. Brouwera, G. D. Birkhoffa i 0. D. Kelloga, byl
rowniez ueczniem H. Poinearégo, ktéry w nocie o swych pracach powie-
dzial: ,,Co do mnie, wszystkie drogi, na ktore wstepowalem kolejno, pro-
wadzily mnie do topologii”. Schaudera zaprowadzila tam droga zupelnie
inna.
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